2. cviceni - teorie

Zobecnény Riemanniv integral

Definice (Zobecnény Riemanniv integral). Necht a,b € R*,a < b a necht funkce f je definovana na
intervalu (a,b). M&-li funkce f Riemanniiv integral na kazdém podintervalu [z,y] C (a,b) a existuje-li
¢ € (a,b) takoveé, ze limity limgy_qr [7 f a limy_,— [? f existujf a jejich soucet ma smysl, pak definujeme
zobecnény Riemanniiv integral funkce f na intervalu (a,b) jako

lwfy@a/f+lm I

Zobecnény Riemanntv integral je linearni a aditivni a z definice plyne, Ze na néj muzeme aplikovat
metody znamé z Riemannova integralu, jak jsme jej znali doted - substituce, per partes apod.

realnému d¢islu, tj. konverguje,

b existuje a je roven . .
fa f 400 nebo — oo, tj. diverguje

neexistuje.

Véta 6.10. Necht a,b € R*,a < b, f je spojitda na (a,b) a F je primitivni funkce k f na (a,b). Pak
zobecnény Riemanniv integral funkce f na (a,b) existuje pravé tehdy, kdyZz existuji limity lim,_,,4 F'(z)
a lim,_,— F(x) a jejich rozdil ma smysl. V tom piipadé plati

b
/a f=[F = Jim Fx)~ lim F(z).

Véta 6.6 (linearita zobecnéného Riemannova integralu). Necht a,b € R*,a < b, f a g jsou funkce majici
zobecnény Riemanniv integral na intervalu (a, b) a necht a € R. Pak

(i) funkce af ma zobecnény Riemannuv integral na (a,b) a plati
b b
[ar=af s
a a

(ii) je-li soucet [ b f+ f b g deﬁnovany, pak méa funkce f + g zobecnény Riemanntiv integral na (a, b)
aplatif (f+9) = ff—l—f

ma-li prava strana smysl.

Co jiz zname z Riemannova integralu

Funguje notace: fff =—[f
Véta (per partes). Necht u,v jsou spojité funkce na I. Pak plati

/u-v/:u-v—/ul-v.

Véta (substituce). Bud F' primitivni funkce k funkci f na intervalu (a, b) a ¢ diferencovatelna funkce na

(e, B). Je-li ¢ ((ar, B)) C (a,b), pak plati

/ F(o(@))@! (z) dz = F(p(x)) pro = € (a, B).
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Parcialni zlomky
Jak na parcialni zlomky: https://math.fel.cvut.cz/mt/txtd/3/txc3db3i.htm

Rozklad na parcialni zlomky

e funguje v pripadé, Ze citatel je nizsiho radu, neZz jmenovatel - pokud tomu tak neni, tak nejdiiv
provedeme déleni polynomu polynomem

e jmenovatele rozlozim na souéin - co nejvic to jde, dostanu nejvyse kvadratické ¢initele

e napisu zadany zlomek = soucet zlomki takto:

— ve jmenovateli je (ax +b)" == napravo napisu —= +b + ot (a;‘#)n

— ve jmenovateli je (az? + bz + ¢)" = napravo napisu 4B 44 (A"ﬂ

az?+bz+c az?+br+c)n

e ziskanou rovnici pfendsobim jmenovatelem

e upravim do tvaru ... = (.. )z + (.. )z" P+ ()2 + (L)
e provonam koeficienty u stejnych mocnin x — soustava

e vyfeSim soustavu — dostanu hodnoty A;, B;

Poznamka. Pii rozkladu jmenovatele: pokud kvadraticky trojclen lze rozlozit na soucin, tak jej rozlozim
( jinak by mohl vyjit zlomek, ktery nelze zintegrovat).

Navod/napovéda
e (itatel alespon stejného stupné, nez jmenovatel — déleni mnohoé¢lenu mnohoclenem

e rozklad na parcialni zlomky

/ W dx — substituce

__ 2az+b :
o [ @i thayagn 4o — substituce

f ax2+b dx — substituci pfevedeme na f 21+1 dy

Ik m dz — doplnénim na ¢tverec, prevedeme na predchozi p¥ipad

— substituce u = tant

de — [

1
f (az?2+bx+c)™ u2+1

Goniometrické substituce

" Vzdy je tfeba si hlidat definiéni obory !!!
Necht R(-,-) je racionélni funkce dvou proménncyh (jde o podil dvou polynomu dvou proménnych).

e R(—sinx,cosz) = —R(sinz,cosx) => t =cosz, dt = —sinz dz

e R(sinz,—cosz) = —R(sinx,cosx) = t =sinzx, dt = cosz dx

e R(—sinx,—cosx) = R(sinx,cosz) = t = tanx pro x € (—g +km, 5+ k‘ﬂ') ke Z.
Pak )

dr = —— dt, sin“r = —, cos“r = ——, sinxcosx =
2 +1 1+ ¢2 1+¢2 1+¢2
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https://math.fel.cvut.cz/mt/txtd/3/txc3db3i.htm

e Vidy: t =tan§ pro x € (—7 + 2knm, 7 + 2kn)  k € Z.

Pak

2 . 2t 1—¢2
dt, sing = ——, cosx =
1+ 2 1+ 2

Odmocniny

Necht R(-,-) je racionélni funkce dvou proménncyh (jde o podil dvou polynomu dvou proménnych).
U nize uvedenych substituci: k dopoctu dt¢ nejdiive vyjadiime x v zavislosti na ¢ a pak teprve derivujeme
(vizte priklad nize)

° R(m, Vr+a), meNm>1, — t= %zr+a

v, {/ZH) meNm> LabedeRad#be — t= /25

x,Vax? + bx + c)

o ar? +br+c=alr—11)? = Var?+bx+c= /alz — x|
o ar? +br+c=alr—x)(z—19) = t=\/ai=.t
o az? + bx + ¢ nemé kofen = t = +vaz? +br +cEx\/a

Poznamka. Vyskytuje-li se v integralu vice odmocnin, pfevedeme je na mocniny téZe odmocniny (napf.

VZ a ¥z prevedeme na (¢/z)° a (¥/z)%).

Priklad. t = /%L

r—2
2 _w+1 2 _ 2 B 9 27 +1
2t? + 1 4¢(t2 — 1) — (2t2 — 1)2¢ 4¢3 — At — 43 — 2t —6t
21 v (2 — 1)2 (12— 1)2 (2 — 1)2
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